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Resumen. En este trabajo se presenta un nuevo conjunto de momentos
ortogonales de orden fraccional definidos en coordenadas polares para
analizar imagenes en color y en escala de grises. Se propone como kernel
una generalizacién mediante el orden fraccional de las funciones Bessel
de primer orden. También, se analiza las propiedades y caracteristicas de
la nueva familia de momentos propuesta. Finalmente, se presentan los
resultados experimentales para demostrar el rendimiento de los descrip-
tores propuestos en comparacién a los existentes.

Palabras clave: Funcién Bessel, momentos ortogonales, momentos de
quaternion.

Bessel-Fourier Moments of Fractional Order for
Color Image Analysis

Abstract. This work presents a new set of fractional order orthogonal
moments defined in polar coordinates to analyze color and grayscale
images. We propose a new kernel through the fractional order of the
first-order Bessel functions. Also, the properties and characteristics of the
proposed new family of moments are analyzed. Finally, the experimental
results are presented to demonstrate the performance of the proposed
descriptors compared to the existing ones.

Keywords: Bessel function, orthogonal moments, quaternion moments.

1. Introduccién

Los momentos ortogonales son usados como descriptores en muchas aplicacio-
nes de visién por computadora [4]. Teague en 1980 [20], introdujo los momentos
a partir de una funcién de base ortogonal, los cuales tienen la capacidad de ca-
racterizar informacién con una minima redundancia. Los momentos ortogonales
se pueden definir en coordenadas cartesianas o polares.
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Por otra parte, los momentos en coordenadas polares o momentos ortogonales
circulares tienen la caracteristica de ser invariantes a la rotacién, escalado y
traslacién; propiedades esenciales en aplicaciones de reconocimiento de patrones.
Ademds, de su capacidad de reconstrucciéon de una imagen con un minimo orden.
Dentro de los momentos ortogonales circulares se encuentran: los momentos de
Zernike [18], momentos pseudo-Zernike [3], los momentos ortogonales de Mellin-
Fourier [16], momentos de Chebychev-Fourier [12], momentos de Jacobi-Fourier
[11], momentos desplazados de Legendre-Fourier [23], los momentos exponencia-
les de Fourier [7], momentos arménicos de Fourier arménico [13] entre otros.

En aflos recientes, Bin Xiao et al. en el 2010 [22] propone un nuevo conjunto
de momentos basados en la funcién Bessel de primer tipo, llamados momen-
tos ortogonales de Bessel-Fourier (MOBF), los cuales, tienen la capacidad de
reconstruir imagenes en condiciones de distorsién ruidosas, libres de ruido en
comparacion con los momentos de Mellin-Fourier y los momentos de Zernike.
Anos més tarde, Z Shao et al[l15]. introducen los momentos de Quaternion
Bessel-Fourier para el andlisis de imégenes a color y para el reconocimiento
de patrones mediante el manejo simultaneo de los tres canales de color. De igual
forma, estos descriptores tienen la capacidad de estimar el dngulo de rotacién de
una imagen digital y son mas robustos contra las transformaciones geométricas
y fotométricas [15].

Los polinomios ortogonales de orden fraccional han sido utilizados como
kernels de los momentos ortogonales de orden fraccional para el andlisis de
imégenes. Bin Xiao [21] propone los momentos desplazados de Legendre de orden
fraccional para la extraccién de caracteristicas de una region de interés, por
otra, J. Yang et al. [24] proponen los momentos de Zernike de orden fraccional
invariantes a la rotacién y robustos al ruido, al mismo tiempo H, Zhang et al. [25]
definen a los momentos Mellin-Fourier de orden fraccional para el reconocimiento
de patrones.

En el 2020, R Benouini et al. [1] presenta los momentos ortogonales de
Chebychev de orden fraccional para el andlisis de imdgenes en escala de grises.
Recientemente, B Chen et al. [2] introdujeron los momentos ortogonales de
Zernike de orden fraccional para el procesamiento de imgenes a color para
la deteccién de falsificacién de copia-movimiento de imagen de color robusta.
Finalmente, KM Hosny et al. [6] propone un nuevo conjunto de transformaciones
armoénicas polares fraccionales para el analisis de imagenes en color y escala de
grises invariantes a la rotacién, a la escala, a la traslacién y robustos al ruido.

En este trabajo se propone la generalizacion de los momentos ortogonales
de Bessel-Fourier para el andlisis de imagenes en escala de grises y color. Esta
nueva definiciéon implica la introduccién de un parametro fraccional, con el fin
de generalizar la nocién de orden entero n. Se realizan experimentos tales como;
reconstruccién de imégenes a color y la clasificacién de la base datos de COIL-100
utilizando el clasificador kNN ensamble, con la finalidad de analizar la capacidad
descriptiva de los MOBFOF. Finalmente se compara el rendimiento de MOBFOF
con los momentos que utilizan como kernel las funciones Bessel.
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2. Momentos de Bessel-Fourier

Bin Xiao [22] propone los momentos de Bessel-Fourier, los cuales utilizan
como kernel radial la funcién de Bessel de primera clase definida de la siguiente
manera:

S (1 (/2
Jv(a:) = ;OW (1)

Se puede representar en términos de funciones hipergeométricas como:

1) = R 0+ L2, @)

donde v es una constante real, I'(a) es la funcién gamma, ¢F; es la funcién
hipergeométrica generalizada.

Los momentos de Bessel-Fourier de orden n con repeticiéon m para una imagen
en coordenadas polares f(r,#), se definen como:

1 27 1
Bym = / / f(r,0)J, (A, 1) exp(—jm@)rdrds, (3)
27Tan 0 0

donden = 0,1,2,....,m = 0,41, 42, ... es el orden del momento, a,, = [J,+1(\s)]?/2
es la constante de normalizacién, J,(\,,r) es el polinomio de Bessel en r de
grado n, y A, es el n-ésimo cero de la funcién de Bessel J,(r). La Fig. 1
muestra la grafica de los 5 primeros ordenes de los polinomios de Bessel Jy (A, 7).
La funcién J,(A,,r) es ortogonal dentro de un circulo unitario y cumplen la
siguiente condicién de ortogonalidad:

1
/ Jo(An, 1) Iy (A, 7)rdr = a0, (4)
0
aqui 0,5 es el simbolo de Kronecker definido de la siguiente forma:

0,k#n
On ke = {1,k ién (5)

3. Momentos Bessel-Fourier de orden fraccional

En este trabajo realizamos la generalizacién de los momentos de Bessel-
Fourier mediante la modificacion del kernel. La funsiéon base propuesta estd dada
de la siguiente manera:

jn,m (av r, 0) = \/arailjn,m (7,04’ 0) ) (6)

donde « es el parametro de generalizacion. La Fig. 2. muestra los polinomios
generalizado con distintos valores de a.. El nuevo kernel cumple con la condicion
de ortogonalidad. La demostraciéon estd dado por el Teorema 1.
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Fig. 1. Polinomio radial de Bessel Ji(A\n,r) de n =0,1,2,3,4.

Teorema 1 FEl kernel de la generalizacion de los momentos Bessel-Fourier es
ortogonal en le intervalo [0, 1]:

2 1
/ / Inm (o, 7,0) T (o, 7,0) rdrdd = 6p50mi- (7)
o Jo
Demostracion. Sustituyendo la Ec. 6 a la Ec. 7, tenemos:

02" fol jn,m(a,rﬁ):fk,l(a,rﬁ)rdrd@ = foz" fol Var® ™ gy m (r,0)ar* " Iy (r,0)rdrde,
= 027r fol ar?e=1 1, o (r*,0) Iy (r™,0)drds,
= 02" fol aro‘*lJn,m(ro‘,G)Jk)l(ra,e)ro‘drdﬁ,
= 021r fol Jn,nb(rave)‘]k,l(Tava)rudradav
= 77 [3 Tn,m(r,0)Jp,i (r,0)rdrdo,
= Snkdmi- (8)
Al igual que el kernel de los momentos de Bessel-Fouriel, el kernel de los
momentos de Bessel-Fourier de orden fraccional consta de dos funciones: en su
parte radial Jy, », (o, 7,0) y el factor exponencial de Fourier exp(—jmé).

La expresion general para los Momentos de Bessel-Fourier de orden fraccional
de orden n y repeticién m para una funcién imagen f(r,6) en coordenadas
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Fig. 2. Polinomio radial de Bessel de orden fraccional de n = 0,1, 2, 3,4 con diferentes
valores de a: a) 1, b) 1.5, ¢) 2 y d) 2.5.

polares estd dada por:

27 1 _
Dn,m :/o /0 f(r,0) Jpm (0,7, 0) exp(—jmb)rdrdd. (9)

4. Momentos de multicanal de Bessel-Fourier de orden
fraccional

Recientemente, Singh y Singh [17] definieron los momentos de Zernike mul-
ticanal como un conjunto de momentos para cada canal de una imagen a color.
Para una imagen f(r,#) en RGB, se definen tres canales de color primario, rojo
(R), verde (G) y azul (B) donde la funcién de imagen podria representarse como

fp<r7 9) = (fR(T, 9)7 fg(’l“, 9)7 fB<T7 9))
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Los momentos multicanal pueden representarse como:

27 1
Mgvm = / / fp (Tv 9) Vn,m (7", 9) ’I“Cl’/‘d&7
0 0
p € R,G,B, (10)

donde V,, 1, (7,0) es la funcién kernel y f,( r,0) es la funcién imagen a color.
Los momentos multicanal son por lo tanto un conjunto de momentos de cada
canal de una imagen a color. Teniendo en cuenta lo anterior los Momentos de
Multicanal de Bessel-Fourier de Orden Fraccional (MMBFOF) estan definidos
de la siguiente manera:

27 1
= / / fp (1,0) Jum (o, 7, 8) exp(—jmé)rdrdd,
o Jo
p€R,G,B, (11)

La distribucion discreta reconstruida de una imagen RGB estd dada por:

L n
For0) =" 3" 6 Jnm (o,7) exp (—jmb), (12)

n=0m=—n

donde f, (r,0) es la imagen reconstruida de f, (r,6) y L es el orden méximo que
se utiliza para el cdlculo de los momentos 6 la reconstruccion de una imagen.

5. Experimentos y analisis

En este apartado, se realizan varios experimentos para analizar el comporta-
miento de alfa en términos del error de reconstruccion y clasificacién de imagenes
a color. Para evaluar el desempeno los descriptores propuestos se utiliza la base
de datos Columbia Object Image Library (COIL-100) [8], la cual es una base de
datos publica utilizada por muchos investigadores para evaluar el reconocimiento
de objetos en la actualidad. La base de datos COIL-100 contiene 7200 imégenes
a color de 100 objetos diferentes. Los objetos fueron colocados en una plataforma
giratoria motorizada con fondo negro, esta plataforma se giré a 360 grados
con pasos de 5 grados para variar el angulo de visién del objeto con respecto
a una camara de color fija. Lo que corresponde a 72 orientaciones diferentes
de cada objeto. Todas las imagenes tienen un tamano de 128x128 pixeles con
formato PNG. La Fig. 3 muestra las imagenes de los objetos utilizados en la base
de datos COIL-100. También, analizamos el comportamiento de la capacidad
descriptiva mediante la reconstruccion de imagenes del método propuesto con
distintos valores de o y lo comparamos con la reconstruccién con kernels de la
misma familia.

5.1. Reconstruccién de imagen en color

La reconstrucciéon de una imagen puede ayudar a determinar que tan bien
una imagen puede ser caracterizada por sus momentos.
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Fig. 3. Algunas imégenes de la base de datos Columbia Object Library (COIL 100).

De acuerdo con la teorfa de momentos ortogonales una imagen digital f(x,y)
puede ser reconstruida por un ntmero infinito de momentos ortogonales. Para
medir el desempeno de los MMBFOF se utiliza el error de reconstrucciéon norma-
lizado conocido como NIRE por sus siglas en inglés, el cual es calculado mediante
el error cuadratico medio normalizado de la imagen original f,(r,0) y la imagen

reconstruida f,(r, 0):

~ 2
N S 1 0 = £ ()]
i Yo 2l

La Fig. 4 muestra el NIRE con respecto al pardmetro a de los momentos
multicanal de Bessel-Fourier de orden fraccional para distintos valores de L. En
la teoria de momentos ortogonales, el error de construcciéon que mayor converja
a cero tiene una mejor capacidad de caracterizar con un nuimero menor de
momentos. Por tal motivo es importante conocer el error de reconstruccion
con respecto al nimero maximo de momentos que se utiliza para reconstruir
la imagen. La Fig. 5 muestra el error de reconstruccién de los momentos que
utilizan como kernel base las funciones Bessel.

Lo interesante de la reconstruccién es que podemos visualizar como al au-
mentar el nimero de momentos podemos ver como aumentan los detalles de
la imagen.

Sin embargo, no podemos cuantificar visualmente que conjunto tiene un
mejor desempeno. En la Fig. 6 muestra la reconstrucciéon de la imagen Lena
con su respectivo NIRE para verificar el desempeno del método propuesto.

NIRE =

(13)
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Fig.4. NIRE de la imagen a color de “Lena” de tamano 128 x 128 pixeles con un
orden maximo de L = 20,50,75 y 100 para diferentes valores de a.

0.40 ——————F—————————T———T———T————

? —l— Momentos Multicanal de Bessel
0.35 —@— Momentos Quaternion de Bessel U
: —A— Momentos de Bessel de Orden fraccional (a=1.4)

0.30 -

0254 @ 4

0.20 -

0.15+

0.10

0.05

o0 b4 r 4r—"+7—-+-1+-—+—T—+—"7"5"7""7—4

NIRE

Fig. 5. NIRE de la imagen reconstruida de “Lena”.

5.2. Clasificacién de imagenes a color

En tareas de clasificacion supervisadas, el objetivo es construir un predictor
que asigne una etiqueta de clase a las nuevas observaciones en donde las clases
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Fig. 6. Reconstrucciéon de imdgenes utilizando diferentes tipos de momentos con
diferentes 6rdenes.

se describen mediante un vector de caracteristicas. La combinacién de multiples
clasificadores conocidos como kNN ensamble proporciona un mejor rendimiento
en los algoritmos de aprendizaje, especialmente en presencia de caracteristicas no
informativas en las imagenes como es el caso de los momentos ortogonales. Por
otra parte, la generalizacion de los momentos de Bessel-Fourier con el parametro
« proporciona un espectro para la extraccion de caracteristicas de una imagen a
color. En la Tabla 1 muestra los porcentajes de clasificacién de la base de datos
COIL-100 con KNN ensamble para diferentes valores de a y con cantidades
de descriptores distintos. Ademas, la Tabla 2 muestra una comparacién de los
porcentajes de clasificacion con KNN ensamble de las diferentes familias de mo-
mentos de Bessel-Fourier que existen en la literatura y con el método propuesto.
Por otra parte, en la Tabla 3 se muestra la comparacién de los porcentajes del
error de clasificacién del método propuesto con los métodos de clasificacién que
hay en la literatura.

5.3. Analisis de resultados

La generalizacion de los momentos de Bessel-Furier nos brinda la capacidad
de poderse adaptar a una aplicacién determinada conociendo el valor de «
que mejor se adapte a ella. Sin embargo, la relacién entre la capacidad de
reconstruccién y la clasificaciéon no es la misma. Se observa en la Fig.4, que
la reconstruccién tienen un mejor desempeno en el intervalo de 1 a 1,5 esto se

ISSN 1870-4069 195 Research in Computing Science 149(8), 2020



Horlando Vargas-Vargas, César Camacho-Bello, José S. Rivera-Lopez, Alicia Noriega-Escamilla

Tabla 1. Clasificacién de la base de datos COIL-100 con MMBFOF.

o
Orden 0.5 0.7 09 1.1 1.3 15 1.7 19 21
L=2 86.186.584.7 87.2 88.6 89.5 90.2 90.1 90.3
‘L:4 ‘98.9 99.3 99.2 99.1 99.4 99.1 99.1 99.3 99.1
L=6 99.6 99.6 99.5 99.5 99.6 99.6 99.5 99.5 99.5
L=8 99.799.6 99.5 99.7 99.6 99.6 99.5 99.5 99.5
L=10 99.8 99.6 99.6 99.5 99.5 99.7 99.6 99.6 99.4
L=12 99.7 99.7 99.5 99.5 99.6 99.6 99.6 99.6 99.6
L=14 99.6 99.6 99.6 99.5 99.6 99.6 99.5 99.6 99.5
L=16 99.5 99.6 99.6 99.6 99.5 99.5 99.6 99.6 99.7
L=18 99.6 99.6 99.7 99.5 99.5 99.6 99.6 99.6 99.6
L=20 99.6 99.6 99.6 99.5 99.5 99.6 99.6 99.6 99.6

Tabla 2. Clasificaciéon de la base de datos COIL-100 con diferentes familias de
momentos Bessel-Fourier.

Familia de momentos % de clasificacion
Momentos de cuaternién Bessel-Fourier [15] 99.3%
Momentos multicanal de Bessel-Fourier [9] 99.6 %
Método propuesto 99.8 %

Tabla 3. Clasificacién de la base de datos COIL-100 con diferentes métodos de
clasificar.

Métodos Error de clasificacién
DCWN [5] 0.8%
LinearBOF [10] 3.19%
KernelSPM [10] 1.71%

IRF-NN [19] 0.6 %
DWN [14] 0.8%
Método propuesto 0.2%

debe a que la capacidad descriptiva de una imagen depende de la distribucién de
los ceros de la familia de polinomios ortogonales, para el caso de los momentos
de Bessel-Fourier de orden fraccional, el pardmetro « influye en la posicion de los
ceros de los polinomios de Bessel de orden fraccional como se observa en la Fig.2.
También, en la Fig.4 se puede apreciar que existe un valor minimo del error de
reconstruccién (NIRE) para un determinado « independientemente del niimero
de momentos que se utilizan para reconstruir la imagen. Por otra parte, la com-
paracion de los valores NIRE obtenidos con diferentes érdenes de los momentos
Quaternion de Bessel-Fourier, los momentos Multicanal de Bessel-Fourier con
los momentos de Bessel Fourier de orden fraccional se muestran en la Fig. 5.
Asimismo, en la Fig. 6 se muestra las imdgenes reconstruidas y el valor NIRE
para cada conjunto de momentos para un orden de 20, 50, 75 y 100. En ambas
figuras se puede ver claramente que: el valor de NIRE disminuye al aumentar el
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orden de momento, y los valores de error para los momentos de Bessel-Fourier
de orden fraccional son siempre los mas pequenos; la inspeccion de las imégenes
reconstruidas muestra que los momentos de Bessel-Fourier de orden fraccional
con L = 100 conducen a una mejor restituciéon visual del objeto.

El analisis cualitativo presentado es totalmente coherente con el indice cuanti-
tativo NIRE donde el rendimiento de los momentos Multicanal de Bessel-Fourier
es el més cercano a los momentos de Bessel-Fourier de orden fraccional. En el caso
de la clasificacion de la base de datos COIL-100 con el método propuesto, la Tabla
1 presenta el comportamiento de los porcentajes de clasificacién dependiendo
del nimero de descriptores y el parametro o en donde se puede observar existe
un comportamiento que disminuye los nimeros de descriptores y aumenta el
porcentaje de clasificacién para dos intervalos de «; el primero va de 0,5 a 0,9
en donde el mejor valor es de 99,8 % con L = 10 y el segundo, que va de 1,1
a 2,1 en donde el mejor valor es de 99,7 % con L = 8. También, se muestra en
la Tabla 2 como la propuesta presentada tiene un mejor desempeno que otras
familias de momentos que utilizan las funciones de Bessel como kernel. Ademas,
en la Tabla 3 muestra que la generalizacién de los momentos de Melllin a través
de los momentos de orden fraccional obtiene el error minimo de clasificaciéon de
todos los métodos de clasificacién comparados.

6. Conclusiones

Se presento la generalizacién de los momentos multicanal de Bessel-Fourier
de orden fraccional para el anélisis de imagenes en color. El rendimiento de los
momentos propuestos superé las familias de momentos Bessel-Fourier existentes
en términos del error de reconstruccion y la clasificacién de imégenes en color. La
generalizacion propuesta tiene mejores capacidades para describir y extraer las
caracteristicas finas de las imagenes en color que las transformaciones con kernels
de orden entero. Se tiene que realizar mas experimentos tanto de reconstruccién
como de clasificacion para poder caracterizar el parametro o de los Momentos
Multicanal de Bessel Fourier de Orden Fraccional propuestos con la finalidad de
conocer como la distribucién de ceros del kernel influye en mejora de aplicaciones
de clasificacién.
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